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Resumen

En este art́ıculo se profundiza en el modelado ma-
temático de la odometŕıa para robots hexápodos
con extremidades denominadas C-legs. El estudio
no es trivial, y se analizan todas las posibilidades
que puede tener el sistema según las variables que
se definan. Todo el estudio se ve reforzado con una
serie de simulaciones realizadas donde los resulta-
dos obtenidos coinciden con los esperados.
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1. ESTADO DEL ARTE

La vigilancia, el mapeo de zonas, el acceso a zonas
radiactivas, y la búsqueda de v́ıctimas, son algu-
nas de las muchas tareas en las que se está hacien-
do imprescindible el uso de los robots. El factor
común a todas estas tareas, es el hecho de que
el robot debe moverse por determinados terrenos
abruptos y con desniveles.

Por esta razón, el diseño de sistemas de locomo-
ción para estos robots móviles es el factor decisivo
a la hora de construir un robot que pueda andar
por este tipo de terrenos.

El empleo de orugas o ruedas son ineficientes para
terrenos muy abruptos o con grandes diferencias
de altura. Por ello, los ingenieros han empezado a
imitar la evolución de la naturaleza en sus desa-
rrollos, lo que se conoce como bioinspiración.

De todos los robots desarrollados mediante bioins-
piración, un alto porcentaje están basados en la
fisionomı́a de los hexápodos. Los hexápodos es la
clasificación de artrópodos que más especies agru-
pa, incluyendo en ellos a los insectos. Éstos, a su
vez se pueden clasificar según su sistema de lo-
comoción sea terrestre o aéreo. Sin embargo, los
robots bioinspirados suelen imitar a los de loco-
moción terrestre debido a que su adaptación al
ámbito de la ingenieŕıa es más simple.

Realizando un estudio de robots bioinspirados en
hexápodos terrestres podemos encontrar a la gene-
ración LAURON, desarrollado por el FZI alemán,

figura 1a [1]. Este robot está dotado de diferentes
modos de marcha y es capaz de mantener la esta-
bilidad incluso en terrenos con numerosos obstácu-
los. Otro ejemplo es el robot DIGbot, diseñado por
la Case Western Reserve University y cuyo diseño
de patas hace posible que pueda avanzar por tron-
cos de árboles y paredes verticales, figura 1b [5].

(a) Robot LAURON IV

(b) Robot DIGbot

Figura 1: Ejemplos de robots hexápodos

Pero a pesar de que la cinemática de este tipo de
robots está muy estudiada y resulta muy senci-
lla de implementar, la implementación mecánica
y su control es muy complejo [4], por ello, se han
desarrollado una nueva serie de robots que siguen
siendo hexápodos pero presentan una nueva fisio-
nomı́a en sus extremidades.

Estas nuevas extremidades tienen forma de letra
C y permiten a este tipo de robots conquistar, con
unas velocidades mucho mayores y unos requisitos
mecánicos menores, los territorios ya conquistados
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por los robots hexápodos que imitan fielmente a
los insectos [3]. Una ventaja de este tipo de robots
es, entre otras, su capacidad de lo que se conoce en
la literatura como ”locomoción sin patas”, por la
cual los robots pueden superar obstáculos cuando
ninguna de sus patas toca el suelo [2].

Un robot que describe este tipo de diseño es el
RHex desarrollado bajo la financiación del DAR-
PA en Estados Unidos, figura 2.

Figura 2: Robot RHex

Numerosos estudios han analizado la dinámica de
este tipo de robots, desde la aplicación del mode-
lo del péndulo invertido [8] [9] hasta modelos de
patas más generalistas [12].

A pesar de la gran proliferación de este tipo de
robots, no se han realizado estudios que profun-
dicen en el estudio cinemático de las patas de los
mismos [6], [10]. Sin embargo, este estudio es fun-
damental para este tipo de robots, condicionando
el proceso de diseño y construcción de los mismos.

En este art́ıculo se demuestra el desarrollo ma-
temático necesario para calcular el desplazamien-
to del robot y cuyos resultados han sido validados
mediante simulaciones con un resultado correcto.

La estructura del art́ıculo comienza con esta pe-
queña introducción, para continuar con el análisis
matemático del modelo. Posteriormente, se proce-
de a la explicación de las simulaciones realizadas
y, por último, se encuentran los apartados de re-
sultados y conclusiones.

2. ANÁLISIS MATEMÁTICO

En esta sección se detalla el procedimiento ma-
temático desarrollado. En la primera parte se hace
el estudio con un única pata, y en la segunda par-
te se extrapolan los cálculos al sistema robótico
compuesto por seis patas.

Las hipótesis tomadas para el desarrollo ma-
temático han sido las siguientes:

No hay deslizamiento: Cada pata rueda sin
deslizar sobre el suelo, y el chasis del robot
tampoco desliza al tocar el suelo. Hay que
tener en cuenta que no se considera desliza-
miento ni en la dirección transversal ni en la
longitudinal. Esta hipótesis se puede aceptar
válida en los modos de marcha de las 6 pa-
tas a la vez y en el tŕıpode alterno. En otros
modos de marcha considerados para este ro-
bot (tetrápoda y onda por ejemplo) hay des-
lizamiento en las dirección longitudinal y/o
transversal.

Sólido ŕıgido: Todos los elementos del robot se
consideran indeformables.

Pata circular: El contorno exterior e interior de
la pata son dos ćırculos concéntricos.

2.1. CINEMÁTICA DE UNA PATA
INDIVIDUAL

Como se ha comentado anteriormente, en esta sec-
ción se va a analizar la cinemática de una pata
individual, considerando que en su movimiento no
influyen las demás patas. Esto sólo es cierto pa-
ra el modos de marcha tipo onda completa que se
explica en [10]. Posteriormente, se extenderá es-
te modelo al modo de marcha denominado como
tŕıpode alterno mediante el cual se suelen despla-
zar la gran mayoŕıa de los hexápodos.

Para ello se va a imponer la condición inicial de
que el robot se encuentre apoyado sobre una su-
perficie totalmente lisa. Bajo esta premisa, el eje
de la pata va a describir una curva perteneciente
a la familia de los trocoides.

El trocoide es aquella curva que describe un punto
asociado a una circunferencia que rueda sin desli-
zar. Esta circunferencia se conoce como circunfe-
rencia generatriz.

Las ecuaciones paramétricas que definen un tro-
coide son las siguientes:

x = aθ − b · cos θ (1)

y = a− b · cos θ (2)

En general, los trocoides pueden ser de tres tipos
(figura 3):

Cicloide ordinario El punto pertenece a la cir-
cunferencia generatriz (b = a).

Cicloide acortado El punto está en el interior
de la circunferencia generatriz (b < a).

Cicloide alargado El punto está fuera de al cir-
cunferencia generatriz (b > a).
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Figura 3: Familia de trocoides

En el momento en que la pata entra en contacto
con el suelo se obtienen las siguientes igualdades
que describen el sistema, cuya referencia puede ob-
servarse en las figuras 4 y 5:

a

m

b

γ

x

x

e

e−m/2

Chasis del robot

R

Figura 4: Pata apoyada

tan γ =
e− m

2

2x

sin(γ) =
x

b
m = 2(a− b)

α = β − 2γ

c2 = (a+ b cos(β − π))2 + (b sin(β − π))2

A partir de estas ecuaciones, se pueden despejar
las variables x, γ,m, α, c.

Para obtener una descripción completa del sistema
el movimiento que describe la pata respecto a su
eje se va a descomponer en dos tramos:

Tramo 1: Tramo A-B en la figura 6. Es el des-
crito por un cicloide acortado y es cuando la
pata está en contacto f́ısico con el suelo.

Tramo 2: Tramo B-C en la figura 6. Es el des-
crito por el arco de una circunferencia y es

a
b

Chasis del robot

α

2γ

β

R

e c

Figura 5: Pata levantada

cuando la pata no está en contacto f́ısico con
el suelo.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Tramo 1

{
x = aθ − b sin(θ)
y = a− b cos(θ)

, θ ∈ [θi, θf ]

Tramo 2

{
x = c cos(θ′ − δ1) + x0

y = −c sin(θ′ − δ1)
, θ′ ∈ [0, θ

′
f ]

(3)

donde:

θi = 2γ

θf = α+ 2γ

θ′f = δ1 − δ2

δ1 = atan(
a− bcos(α)

(aα− b sinα)− x0
)

δ2 = atan(
e

c
)

x0 = b sin(θi) + a(θf − θi) + aθi − b sin(θi) = aθf

δ1

(x1, y1)

Cicloide acortado A-B
Arco de circunferencia B-C

y

x

θf

Inicio Transición

A

B

C

(x0, 0)

δ2

θi

θ′f

Figura 6: Curvas en el movimiento

En la figura 7 se puede ver el movimiento completo
de la pata. La longitud recorrida por la pata en
un ciclo puede obtenerse mediante la ecuación 4,
donde todos los datos son conocidos:

lciclo pata individual = a(θf−θi)+b sin(θi)+c cos(δ2)
(4)
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B

y

x

Cicloide acortado Circunferencia

Figura 7: Movimiento completo

2.2. CINEMÁTICA DEL ROBOT
COMPLETO

A continuación se va a abordar el desarrollo ma-
temático para el conjunto del robot con sus seis
patas.

Si las seis patas se moviesen a la vez y sin ningún
desfase entre ellas, la cinemática del robot comple-
to seŕıa idéntica a la desarrollada para una pata
individual.

En el modo de marcha llamado tŕıpode alterno
primero se mueven las patas derechas delantera y
trasera junto con la pata central izquierda y pos-
teriormente las otras 3. En este modo de marcha,
hay que tener en cuenta que la serie de movimien-
tos descritos anteriormente no se van a describir
de forma completa, sino sólo una parte de los mis-
mos.

Asimismo, en el tŕıpode alterno, la curva que va
a describir el eje de rotación de la pata va a de-
pender de si se llega o no a realizar parte del arco
de la circunferencia. Esto a su vez dependerá del
parámetro λ (ver figuras 8 y 10). Este parámetro
es escogido a elección del programador del robot,
cumpliéndose la siguiente ecuación:

h = a+ b sin(λ− π

2
) (5)

Donde h es la altura mı́nima a la que estará el cha-
sis del robot durante la ejecución de este modo de
marcha. Por lo tanto, el modelado del movimiento
puede ser formulado de dos formas distintas según:

Si se hace parte del arco de circunferencia:
Esto se da si h < c sin(δ1). En este caso, la
curva es la siguiente:

Tramo 1

{
x = aθ − b sin(θ)
y = a− b cos(θ)

, θ ∈ [θi, θf ]

Tramo 2

{
x = c cos(θ′ − δ1) + x0

y = −c sin(θ′ − δ1)
, θ′ ∈ [0, θ

′

f ]

donde:
θi = λ
θf = α+ 2γ

y θ
′

f se halla haciendo h = −c sin(θ
′ − δ1).

Y por tanto, la longitud recorrida queda como
la suma de la parte de la cicloide más la suma
de la parte del arco de circunferencia:

lciclo trı́pode = Cicloide+ Circunferencia (6)

{
Cicloide = a(θf − θi) + b(sin θi − sin θf )
Circunferencia = ccos(θ′f − δ1)− ccos(δ1)

Por lo que al final se obtiene la siguiente ex-
presión que define la longitud recorrida:

lrecorrida =
n∑

i=1

lciclo trı́pode = n(a(θf − θi)+

b(sin θi− sin θf ) + ccos(θ′f − δ1)− ccos(δ1))

Si no se hace parte del arco de circunferencia:
Esto se da si h > c sin(δ1). En este caso sólo
se tiene un tramo:{

x = aθ − b sin(θ)
y = a− bcos(θ) , θ ∈ [θi, θf ]

donde:
θi = λ

θf se halla haciendo h = a− bcos(θf )

La longitud recorrida será:

lciclo trı́pode = a(θf − θi) + b(sin θi − sin θf )︸ ︷︷ ︸
Cicloide

y por consiguiente:

lrecorrida =
n∑

i=1

lciclo trı́pode = n(a(θf − θi)+

b(sin θi − sin θf ))

A partir de la parametrización anterior, se puede
hallar la velocidad durante el tramo del cicloide
en función del parámetro θ:{

ẋ = −bcos(θ)θ̇
ẏ = b sin(θ)θ̇

Donde θ̇ es la velocidad del eje del motor en ese
momento. Si θ̇ es constante (como ocurre en la si-
mulación posteriormente explicada) es trivial de-
mostrar que el módulo de la aceleración será cons-
tante:

|~a| =
√
ẍ2 + ÿ2 = bθ̇2 (7)

Lógicamente, durante el tramo del arco de circun-
ferencia, si θ̇ es constante, el módulo de las veloci-
dad y de la aceleración también serán constantes.
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Chasis del robot

Suelo

Pata izquierda

Pata derecha

Chasis del robot

Suelo

Pata izquierda
Pata derecha

Chasis del robot
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Pata izquierda
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Chasis del robot
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λ

λ

λ

λ

h
h

h

h

Figura 8: Movimiento en el tŕıpode alterno

B

C

y

x

Cicloide acortado A-B
Arco de circunferencia B-C

Curva pata individual

Curva tŕıpode alterno

A

Figura 9: Comparación tŕıpode alterno y pata in-
dividual

Chasis del robot

λ

λ− π/2

h

a

b

β

Figura 10: Variables en el tŕıpode alterno

3. SIMULACIONES
REALIZADAS

Para validar el modelo cinemático realizado, se
ha llevado a cabo una simulación dinámica con
Autodesk Inventor R©. Es importante destacar que
en esta simulación se han impuesto las mismas
hipótesis consideradas en el modelo matemático:
No hay deslizamiento, y los sólidos se consideran
como sólidos ŕıgidos. La hipótesis de pata circular
se ha impuesto con el diseño 3D de la pata.

Tanto para el caso de pata individual como el caso
del tŕıpode alterno, se ha usado el modelo que se
puede ver en la figura 11 para simular y verificar
el modelo cinemático. Este modelo consta única-
mente de dos patas, que unido a la restricción del
cuerpo a girar, produce el mismo movimiento ci-
nemático realizado por el robot de seis patas. Esta
simplificación del número de patas (que no afecta
en nada al resultado cinemático) es debida a redu-
cir los tiempos de simulación, los cuales aumentan
considerablemente con el número de patas del mo-
delo.

Los parámetros del modelo usado han sido a =
85,8 mm, m = 10.8 mm, β = 203.4◦ y e =
48.3 mm.

Además, todas las posiciones, velocidades y acele-
raciones resultantes de la simulación se han toma-
do en el eje de la pata.

En la figura 12 se puede observar como se han
ajustado los parámetros para producir el movi-
miento del robot.

Figura 11: Modelo usado

Figura 12: Movimiento impuesto a los ejes de las
ruedas
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3.1. SIMULACIÓN PARA UNA PATA
INDIVIDUAL

En primer lugar se ha realizado la simulación de
una pata individual (o lo que seŕıa lo mismo, un
desplazamiento en el que todas las patas se mue-
ven a la vez y sin desfases).

A cada eje de las patas del modelo se le ha con-
figurado una velocidad angular constante e igual
a 180 grados/segundo (π rads/s). Además, se ha
simulado una secuencia de dos ciclos seguidos.

100 200 300 400 500 600 700 800 900
x (mm)

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500
Trayectoria pata individual

Altura (mm)
Velocidad (mm/s)

Figura 13: Altura y Velocidad del eje de la pata
en función del tiempo

En la figura 13 se muestra la gráfica que compara
la altura con la velocidad de giro del eje en fun-
ción del tiempo. Se puede apreciar cómo la altura
del eje describe un cicloide acortado al principio,
para posteriormente describir un arco de circunfe-
rencia, tal y como se hab́ıa predicho con el modelo
cinemático teórico desarrollado en la sección 2.1.
Asimismo, se puede ver cómo en el momento en el
que el punto del eje de la pata comienza a descri-
bir una circunferencia, el módulo de la velocidad
total se hace constante.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Tiempo (s)

-600

-400

-200
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200
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m
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Vx
Vy
Vz
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Figura 14: Velocidades del eje de la pata en fun-
ción del tiempo

En la figura 14 se puede apreciar una gráfica con
las velocidades en los distintos ejes, aśı como el
módulo de la velocidad total. La velocidad Vy es
nula debido a que el robot se esta desplazando en
el plano XZ.

En la figura 15 se puede apreciar la gráfica de las
aceleraciones en función del tiempo. Se puede com-

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Tiempo (s)

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

A
ce

le
ra

ci
ón

(m
m

/s
2 )

Aceleraciones-Tiempo

Ax
Ay
Az
A

Figura 15: Aceleraciones del eje de la pata en fun-
ción del tiempo

probar que la aceleración es constante tanto en el
tramo del cicloide como en el tramo de la circunfe-
rencia. El ruido que se puede ver en la figura 15 se
debe principalmente al método que emplea Inven-
tor para calcular la aceleración del eje de la pata
(por derivaciones sucesivas a partir de la posición),
lo que provoca una acumulación de errores numéri-
cos. Asimismo, es importante destacar el pico de
aceleración que presenta al iniciar la marcha, ya
que se le exige que pase de estar parado a estar
moviéndose en tiempo cero.

Por último, en la figura 16 se puede observar la
simulación realizada con la trayectoria seguida por
el eje de la pata.

Figura 16: Trayectoria seguida por el eje de la pata

3.2. SIMULACIÓN PARA EL ROBOT
COMPLETO

En esta sección se muestran los resultados de la
simulación realizada para el modo de marcha de-
nominado tŕıpode alterno. Para ello, una pata se
ha configurado con una velocidad constante de
180 grados/segundo, y la otra se ha dejado fija
en una misma posición. El parámetro λ se ha es-
cogido con un valor de 123.4◦, de forma que (y
teniendo en cuenta los parámetros de la pata) el
eje de la pata va a describir tanto el cicloide como
parte del arco de circunferencia.

Las figuras 17, 18 y 19 son gráficas obtenidas en
esta simulación.

Concretamente, en la figura 17 se pude apreciar el
tramo en el cual el módulo de la velocidad se hace
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constante (correspondiente al tramo en el cual el
punto del eje describe una circunferencia).

En la figura 18 se puede destacar que la velocidad
en la dirección del eje z se hace negativa justo
cuando el chasis empieza a descender (y por tanto,
justo cuando la altura del chasis de la gráfica 17
ha alcanzado su máximo).
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Figura 17: Altura y Velocidad del eje de la pata
en función del tiempo
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Figura 18: Velocidades del eje de la pata en fun-
ción del tiempo
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Figura 19: Aceleraciones del eje de la pata en fun-
ción del tiempo

En la figura 19, de la misma manera que pasaba
en la figura15, los picos en la aceleración son debi-
dos a que se le exige al modelo un incremento de
velocidad finito en un tiempo cero.

4. RESULTADOS

Se ha desarrollado un modelo matemático de la
cinemática del robot, tanto de una pata individual

Figura 20: Trayectoria seguida por el eje

como del robot completo.

En el caso de una pata individual, ésta describe
una curva que es la suma de un arco de cicloide
y un arco de circunferencia. Por otro lado, para
el robot completo, depende del modo de marcha.
Si el robot mueve todas las patas a la vez y sin
desfase, el modelo cinemático coincide con el de la
pata individual. Si el modo de marcha es el tŕıpode
alterno, se ha demostrado que la curva descrita es
parte de la curva descrita por la pata individual.

Para la comprobación del modelo matemático, se
han realizado una serie de simulaciones cinemáti-
cas del robot, de las cuales se han extráıdo las
gráficas de posiciones, velocidades y aceleraciones.
Los resultados obtenidos en las simulaciones coin-
ciden en su totalidad con el modelo matemático
desarrollado en la primera parte.

Los resultados de este análisis cinemático y de la
simulación tienen su aplicabilidad práctica en los
siguientes aspectos: odometŕıa, criterios de diseño
y funcionalidades extras.

La odometŕıa es su aplicación más directa, per-
mitiendo que el robot conozca su posición a par-
tir de la velocidad impuesta en sus motores. La
fusión sensorial de esta odometŕıa con otros sen-
sores (GPS, IMU,...) y la aplicación de técnicas
de fusión sensorial (filtro de Kalman por ejemplo)
permitiŕıan conocer al robot su posición en todo
momento.

Por otro lado, los resultados obtenidos permiten
elegir tanto las dimensiones de la pata como el
parámetro λ de acuerdo con la variación de altura
y la altura máxima deseada.

En cuanto a la variación de altura del chasis, en el
modo de marcha tŕıpode alterno es necesario saber
a priori este valor, puesto que influye directamen-
te en la estabilidad. Asimismo, es un parámetro
a considerar a la hora de seleccionar los senso-
res (infrarrojos, cámaras, láser,...). Estos sensores
son imprescindibles sobre todo cuando la aplica-
ción de estos robots son las tareas de búsqueda y
rescate [7]. Asimismo, la altura máxima a la que
va a estar el chasis del robot es esencial en el di-
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seño del mismo, pues condiciona la altura mı́nima
de los huecos o agujeros a través de los cuales el
robot podrá pasar.

La variación de altura descrita en el párrafo an-
terior permite dotar al robot de funcionalidades
extras como podŕıa ser la de escanear una zona
con un láser 2D sin necesidad de una unidad pan-
tilt [6].

5. CONCLUSIONES

Este art́ıculo realiza un análisis detallado del mo-
delado cinemático del sistema de locomoción de
los robots hexápodos con patas en forma de C.

Hasta la fecha no se conoce ningún estudio en el
que se desarrolle una formulación matemática en
la que se tengan en cuenta todo el conjunto de
variables del sistema para poder definir correcta-
mente el avance del robot.

Asimismo, el modelado matemático realizado cua-
dra perfectamente con los resultados obtenidos
mediante simulación, lo cual valida el modelo desa-
rrollado.

Es por ello que este art́ıculo puede considerarse
una buena base para el estudio de los distintos
modos de locomoción que pueden generar este ti-
po de robots y sus aplicaciones relacionadas, tal y
como se describen en el apartado anterior.
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